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1. Funcio´n Gamma
Adrian Mar´ıa Legendre (1752-1833) propuso, en 1814, llamar Funcio´n Gamma
y representar con la letra correspondiente, Γ, a una funcio´n que hab´ıa sido in-
troducida por primera vez en una carta que escribio´ Leonard Euler (1707-1783)
a Christian Goldbach (1690-1764) en el an˜o 1729. Euler la deﬁnio´ en forma in-
ﬁnitesimal como l´ımite de una expresio´n discreta.
Γ(α) = l´ım
n→∞
n!nx
x(x + 1)(x + 2) · · · (x + n) (1)
Es una de las funciones no elementales ma´s importantes del ana´lisis matema´tico.
Se encuentra relacionada con varias consideraciones pra´cticas y teo´ricas en f´ısica,
ingenier´ıa y estad´ıstica. La representacio´n moderna de la funcio´n Gamma para
un valor α > 0 esta´ dado por
Γ(α) =
∫ ∞
0
e−t tα−1 dt (2)
La extensio´n para enteros negativos se tiene con
Γ(α) =
Γ(α + k + 1)
α(α + 1)(α + 2) · · · (α + k) (3)
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1.1. Propiedades
Γ(α + 1) = αΓ(α)
Γ(α + 1) = α! Para cualquier nu´mero natural α.
1
Γ(x)
= xeγx
∞∏
n=1
(
1 +
x
n
)
e−
x
n para γ = l´ım
n→∞
(
1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
− ln(n)
)
(Constante de Euler)
Entre otras.
2. Funcio´n Beta
La llamada Funcio´n Beta de Euler, es una expresio´n integral de la forma
B(m,n) =
∫ 1
0
xn−1(1− x)m−1 dx (4)
y tiene, entre otras particularidades, la de estar relacionada con la funcio´n gamma
de una forma que resulta extremadamente u´til a la hora de demostrar algunas de
sus propiedades ba´sicas. Admite diversas expresiones, por ejemplo
B(m,n) = 2
∫ π
2
0
sen2m−1 θ cos2n−1 θ dθ (5)
Con la cual se facilita el ca´lculo de algunas integrales trigonome´tricas, como por
ejemplo, las integrales deﬁnidas
∫ π
2
0
senα t dt , y
∫ π
2
0
cosα t dt ,
Que, usando (5), son ide´nticas a las funciones
1
2
B
(
α + 1
2
,
1
2
)
=
1
2
B
(
1
2
,
α + 1
2
)
,
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Que tambie´n pueden ser expresadas en te´rminos de la funcio´n gamma
∫ π
2
0
senα t dt =
∫ π
2
0
cosα t dt =
√
π
α
Γ
(
1 +
α
2
)
Γ
(
α
2
)
2.1. Propiedades
B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)
Γ(m + n)
B(m,n) = B(n,m)
B(m,n)B(m+ n, k) = B(m, k)B(n+ k,m) = B(k,m)B(m+ k, n)
B(m1, m2)B(m1 + m2, m3) · · ·B(m1 + m2 + m3 + · · ·+ mn−1, mn) =
Γ(m1) Γ(m2) · · · Γ(mn)
Γ(m1 + m2 + · · ·+ mn).
3. Diferenciacio´n e Integracio´n de Orden
Fraccionario
Por u´ltimo, una de las aplicaciones ma´s interesantes de la funcio´n gamma, es que
permite generalizar los conceptos de diferenciacio´n e integracio´n.
Deﬁnamos
F0(x) =
∫ x
0
f(y) dy, F1(x) =
∫ x
0
F0(y) dy
y en general
Fn(x) =
∫ x
0
Fn−i(y) dy
Que representa la n-e´sima integral de la funcio´n f(y) entre 0 y x, Es equivalente
a tener
Fn(x) =
∫ x
0
(x− t)n−1
(n − 1)! f(t) dt =
1
Γ(n)
∫ x
0
(x− t)n−1 f(t) dt.
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Si denotamos con D el operador de diferenciacio´n y con D−1 el operador
∫ x
0
· · · dy
Que es el inverso de la diferenciacio´n, podemos escribir
F (x) = D−1f(x).
Permitiendo deﬁnir el operador D−1γ para cualquier nu´mero real. As´ı, la integral
de orden gamma de la funcio´n f(x) entre los l´ımites 0 y x esta´ dada por la
expresio´n
D−γf(x) =
1
Γ(γ)
∫ x
0
(x− t)γ−1 f(t) dt (6)
De igual forma, se deﬁne la derivada de orden γ-e´simo, simboliza´ndolo con Dγ .
Sea m el menor nu´mero entero mayor que k, tal que k = m−p, donde 0 < p ≤ 1.
Entonces
Dkf(x) = DmD−pf(x) =
dm
dxm
1
Γ(p)
∫ x
0
(x− t)p−1 f(t) dt.
De igual forma, es va´lido aﬁrmar que
Dkf(x) = D−pDmf(x) =
1
Γ(p)
∫ x
0
(x− t)p−1 f (m)(t) dt.
Estas igualdades tienen sentido si la funcio´n f(t) tiene derivada continua de orden
m-e´simo.
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